Ogoélna teoria calki
Lista 3

Definicja. Niech (X, X, 1) bedzie przestrzenia z miara i niech f,, f : X — R beda funkcjami
mierzalnymi. Powiemy, ze ciag {f, }nen zbiega do f prawie jednostajnie wzgledem miary p,
gdy

Veso drex p(F) <e A ciag {fu|F}nen jest jednostajnie zbiezny do f|p.

Zad 1. Sprawdzi¢, ktore z ciagdéw z Zadania 2 z Listy 2 sg prawie jednostajnie zbiezne.
Zad 2. Niech {f,}nen zbiega do f prawie jednostajnie. Pokaza¢, ze f, —— f oraz f, == f.

Zad 3. Znalez¢ przykltady ciagéw zbieznego wedtug miary oraz zbieznego prawie wszedzie,
niezbieznych prawie jednostajnie.

Zad 4. (Twierdzenie Jegorowa) Niech p bedzie miara skoniczona. Pokaza¢, ze ciag
{ fu}nen zbiega do f prawie jednostajnie (wzgledem 1) wtedy i tylko wtedy, gdy fn 2 f.

Zad 5. Pokazaé, ze funkcja f : N — R catkowalna wzgledem miary liczacej wtedy i tylko
wtedy, gdy szereg >, f(n) jest bezwzglednie zbiezny.

Zad 6. Niech (X,X, ) bedzie przestrzenia z miarg i niech f : X — R bedzie funkcja
mierzalng. Pokazaé, ze

a) jesli f <0i fx fdu=0,to f =0 prawie wszedzie;

b) jesli fA fdp =0 dla kazdego A € ¥, to f = 0 prawie wszedzie;
c) jesli f jest funkcja catkowalna, to {x € X : f(x) = 400} jest zbiorem miary zero;
)

d) jesli f jest funkcja catkowalna, to

lim n-u({zx e X :|f(x)] >n})=0.

n—0o0

Zad 7. Obliczyé¢ caltke Lebesgue’a z nastepujacych funkcji, po danych przedziatach:!

funkcja przedziat funkcja przedzial
1, ze€C
N | ) = {27 e | b (o) = 0, +20)
sinz, x€Q . 0, reC
DR e I I EIVEE {g_g Iy b
c) f(z) = e [0,400) | f) f(x) =sgn(sin?) 0,1]
Zad 8. Obliczy¢ catke [, f(x)du(x), gdy
A f(z) 7 A f(x) 1
a) | (0,10] | a? >z )] R cos(mx) S, (/2
b) | Ry |[exp(z)| Yoo, ,i, on | e) |10,%) sin(z) m + g
ol R [ ) [>e@)% ][ |zl exp(=[z[) [ m + 337, 5wk

gdzie m oznacza miare Lebesgue’a.

lw podpunkcie e) przedziat (o, 3) jest jednym z przedzialéw usunietych przy konstrukeji zbioru C.




